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We give a description for the class of connected Abelian Cayley digraphs containing no K., 
with connectivity less than the outdegree. We show that no member of this class is 
anti-symmetric. 
1. Introduction 
Par graphe, nous entendrons un graphe orient6 fini, sans boucles ni arcs 
multiples. C’est un couple (V, E) oii E est une partie de V x V disjointe de la 
digonale. Nous identifierons les graphes non orient& aux graphes symetriques. 
Notons qu’un graphe (fini), sommet-transitif est connexe se et seulement si il 
est fortement connexe. 
Mader [6] et Watkins [7] ont montre independemment que la connectivite d’un 
graphe symetrique connexe sommet-transitif G est superieure a $d+(G). Nous 
avons montre [3] que la connectivite d’un graphe connexe sommet-transitif G est 
superieure a @+(G). Dans le cas anti-symetrique, cette borne devient $+(G) 
PI* 
Mader a montre ‘dans [6] que la connectivite d’un graphe connexe sommet- 
transitif symetrique sans K4 est Cgale a son demi-degre. 
Nous considerons ici l’analogue de ce dernier resultat pour les graphes de 
Cayley abeliens anti-symetriques. Nous donnons une description des graphes de 
Cayley abeliens connexes sans K4 de connectivite inferieure au demi-degre. Nous 
montrons qu’un graphe de Cayley abelien connexe et anti-symetrique a pour 
connectivite son demi degre. 
2. Atomes d’un graphe sommet-transitif 
Soit G = (V, E) un graphe, le sous-graphe induit par une partie A de V sera 
design6 par G[A]. 
Nous utilisons les atomes d’un graphe orient6 tels qu’ils ont &C definis dans 
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[2,3,4,5]. Soit G = (V, E) un graphe orient6 et A c V, now Ccrirons N+(A) = 
l-+(A) -A. 
Le resultat suivant est montre dans [2]. 
ThCodme 2.A [2, proposition 31. Soit G un graphe oriente’ connexe sommet- 
transitif possedant un atome positif. Alors les atomes positifs de G engendrent des 
sous-graphes isomorphes de G et partitionnent l’ensemble des sommets de G. 
Soient H un groupe fini et S c H - 1. Le graphe de Cayley Cay(H, S) est par 
definition (H, U), oti U = {(x, y) ( x-‘y E S}. 
Nous avons montre dans [4] le resultat suivant: 
ThCorbme 2.B [4, theoreme 3.11. Soient H un groupefini, S c H - 1 un ensemble 
de generateurs et A un atome positif (resp. negatif) de Cay(H, S) contenant 1. 
Alors A est un sous-groupe de H. En outre, les atomes positifs (resp. negatifs) de 
Cay(H, S) sont les classes a gauche modulo H. 
Ce resultat a CtC renforce pour les graphes de Cayley abeliens dans [5]: 
ThCorbme 2.C [5, corollaires 2.2 et 2.31. Soient G un graphe de Cayley abelien, A 
une atome positif de G et T un ensemble de separation minimum. Alors A est un 
atome negatif de G. En outre A c T ou A fl T = 0. 
Le resultat suivant est une consequence immediate du Theo&me 2.C. 
Corollaire 2.D. Soient G un graphe de Cayley abelien et T un ensemble de 
separation minimum. Alors T est une reunion disjointe d’atomes. En particulier le 
nombre d’atomes de G est 23. 
Le resultat suivant est une adaptation au cas orient6 d’un lemme de Mader [6]. 
Lemme 2.E (Mader [6]). Soit G = (V, E) un graphe orient6 regulier tel que E # 0. 
Alors a(V) < 2 (VI. 
DCmonstration. Soit S un stable de G. On a clairement 
Xzsd+(x) ~x~&d-(.9, d’ou ISI s IV - PI. 0 
Lemme 2.F. Soient G un graphe de Cayley abelion tel que d+(G) > K(G) et T un 
ensemble de separation minimum. Alors LY( T) < 4 IT I. 
La demonstration resulte du Lemme 2.E du Corollaire 2.D et du fait que dans 
ce cas un atome induit un graphe connexe d’ordre 22 (cf. [2], p. 1254(i), (ii) et 
(iii)). 
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3. Le gaphe des atomes 
Soient G = (V, E) un graphe sommet-transitif possedant un atome positif et T 
l’ensemble des atomes positifs de G. Le graphe des atomes positifs de G est par 
definition M = (T, U), oti (A, B) E U si et seulement si B n N+(A) f 0. 
Nous designerons le produit lexicographique d’un graphe G, avec un graphe G2 
par G, 8 G2. 
Lemme 3.1. Le graphe des atomes positifs d’un graphe connexe sommet-transitif 
posskdant un atome positif est fortement connexe. 
DCmonstration. Soient A, B E T, x E A et y E B. 11 existe un chemin dans G 
reliant x a y. Ce chemin induit un chemin entre A et B dans le graphe des 
atomes. 0 
Lemme 3.2. Soient G = (V, E) un graphe connexe sommet-transitif, A un atome 
positif de G et M le graphe des atomes positifs de G. Alors G est isomorphe li un 
sow-graphe de M @ G[A]. 
Dkmonstration. Soient u E V. D’apres le Theo&me 2.A, il existe un atome 
positif unique de G contenant u. Nous designerons cet atome par A(v). Soit 
B E T. D’aprk le Theoreme 2.A, il existe un isomorphisme f : G[A]-, G[B]. 
Nous designerons cet isomorphisme par fs. On definit q(r~) = (A(v), fAcvJ(u)). 
On verifie facilement que q est une bijection. Pour demontrer le Lemme 3.2, il 
suffit de verifier que 
(~1, uJ E E + (I, V(Q)) E E(M 8 GA). 
Soit (ui, uJ E E. 
Cas 1. A(v,) = A(Q). D’aprbs la definition de M 63 GA, et le fait que fAcv,) est un 
isomorphisme, (I, r/j(Q) E E(M @ GA). 
Cas 2. A(v,) #A(Q). Puisque (v,, u2)) E E et v2 $A(v,), on a N+(A(v,)) f~ 
(A(v,) # 0. Done (A(v,), A(v,)) E E(M). I1 resulte que (t@(vl), V(v2) E E(M 63 
GA). q 
4. Graphes de Cayley sans K4 
Notons d’abord que la classe des graphes de Cayley sans K4 est assez vaste. 
Elle contient strictement celle des graphes definis par un systeme minim1 de 
generateurs. Plus precisement on a: 
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Lemme 4.1. Soient H un groupe jini et S un syst&ne minimal de g&t+ateurs. 
Alors C&H, S U S-l) est sans K4. 
La demonstration est Clementaire. •i 
Godsil a montre dans [l] que la connectivite d’un graphe de Cayley defini par 
un systeme minimal de generateurs est egale a son degre. Compte tenu du 
Lemme 4.1, ce resultat peut Ctre deduit de theoreme de Mader cite dans 
l’introduction. Notons Cgalement que ce resultat de Godsil a et6 Ctendu au cas 
orient6 dans [4]. 
Lemme 4.2. Soient G = (V, E) un graphe rkgulier sans K4 et A une partie de V 
telfe que E(A) # 0, 2 IAl s IN+(A)1 et cx(N+(A)) s 4 JN+(A)I. Alors IN+(A)1 2 
d+(G). 
Dkmonstration. Posons T = N+(A), k = ITI et d = d+(G). On a a(T) < $k. 
Supposons d 2 k + 1. Soit (x1, x2) E E(A). L’ensemble N+(x,) fl N+(Q) est un 
stable sinon G contiendrait un K4. Mais N+(x,) U N+(xJ cA U T. D’ou 
IN+(xl)~N+(x,)(z=2d-(IAl+ ITI)?-2(k+l)-$k=2+;. 
Puisque W(x,) tl N+(x2) est stable et que a(T) s k/2, on a N+(x,) rl 
N+(x2) fl A # 0. Soit x3 E A fl N+(x,) fl N+(x~). Puisque G ne contient pas de K4, 
on a n:=‘=, N+(Xi) = 0. D’oti 
w+(xi>l - C w+(.d n N+(x,+~)~. 
ieL, 
En utilisant la relation Ui=l N+(Xi) c A U T, on a 
11 resulte que 
c (N+(xJ rl N+(xi+,)] 2 3k + 3 - gk = Sk + 3. 
icZ, 
(1) 
Mais les ensembles {N+(xJ fl N+(x,+r); i E Z,} forment des parties deux a deux 
disjointes de AUT. D’ou 
iz IN(xi+l) n N+(xJl c IAI + ITI s Sk. (2) 
3 
Ce qui contredit (1). 
Le lemme est done demontre. 0 
Le graphe complet symetrique sur n sommets sera design6 par K,,. Le circuit de 
longueur q sera design6 par cl. 
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Theo&me 4.3. Soient G un graphe de Cayley abelien sans K4 connexe tel que 
d+(G) > K(G), m la cardinalite’ d’un atome et q le nombre d’atomes de G. Alors 
G est isomorphe a un sous-graphe de Cq @ KIT. 
DCmonstration. Soit A un atome de G et T = N+(A). Compte tenu du Lemme 
2.F, n(T) ~4 ITI. D’apres le Corollaire 2.E, ITI =p IAl avec p E N. 
Supposons p > 1. On a, d’apres le Lemme 4.2 d+(G) < IN+(A)1 = K(G), ce qui 
est absurde. Done p = 1. Par suite 
D’+@)I = IAl. (3) 
Ceci entraine que le demi degre exterieur de tout atome dans le graphe des 
atomes est Cgal a 1. Mais ce graphe est fortement connexe, d’apres le Lemme 3.1. 
11 est done isomorphe a c4. Compte tenu du Corollaire 2.D, on a q > 2. 
D’apres le Lemme 3.2, G est isomorphe a un sous-graphe de M @I GA qui est 
un sous-graphe de et eq ‘8 KIT. 0 
Exemple. Soient H = Z; et S = ((0, l), (0, 2), (1, l), (1, 2)). On verifie facile- 
ment que Cay(H, S) ne contient pas de K4 et que K(Cay(H, S)) = 3 < 
d+(Cay(H, S)). (0 n observe que ((1, 0), (1, l), (1, 2)) est un ensemble de 
separation). 
Thkorkme 4.4. Soit G un graphe de Cayley abelien sans K4 connexe et 
antisimetrique. Alors K(G) = d+(G). 
Dkmonstration. Supposons au contraire que K(G) < d+(G). Soit A un atome de 
G. Nous avons vu dans la demonstration du Theo&me 4.3 que IN+(A)1 = IAl. 
Puisque A est aussi un atome negatif d’apres le Theoreme 2.C, on a 
IN-(A)1 = IN+(A)1 = IAl. (4) 
Les ensembles N+(A) et N-(A) sont deux ensembles de separation de cardinal 
minimal. Compte tenu de (4) et du Corollaire 2.D, ces deux ensembles ont deux 
atomes. Nous avons vu dans la demonstration precedente que le graphe des 
atomes M est un circuit de cardinal >2. On voit facilement que 
[N-(A), A, N+(A)1 t es un chemin de M. Les considerations ci-dessus montre que 
N+(A) n N-(A) = 0. (5) 
Considerons le graphe symetrique D obtenu en symetrisant G. Le voisinage 
exterieur de A relativement a D sera note N;(A). Le graphe D est aussi un 
graphe de Cayley (si G = Cay(H, S), alors D = Cay(H, S U -S)). En outre on a 
N;(A) = N+(A) U N-(A). (6) 
Lemme 2.E, de (3), de (4), de (5) et de (6), on a 
@V;(A)) = a@‘+(A) UN-(A)) c #V+(A)1 + (N-(A)0 = 4 IN;(A)). 
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Compte tenu du Lemme 4.2, on a 
d+(D) s 2 JN+(A)J. 
11 rCsulte que 2d+(G) s 2 IN+(A)1 = OK, ce qui contredit l’hypothkse. 
Le thCoreme est done dCmontrC. 0 
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